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I

ICA (independent component analysis) は 多く の 現実的応用で 成功を 収め て い る 解

析法で あ る 。 外界に n個の 確 率論的に 独立な信号源 si が あ る と す る 。 n次元ベ クトル x

は こ れ の 線形結合で 書か れ て い る と き に 元の sを 復元す る 線形変換 を 発見す る 、 こ れ

が ICAで あ る 。（ 以 下で は 読者が ICAに つ い て 知っ て い る と い う 前提で 書か れ て い る 。

も し ICAに 不案 内なら 「 独立成分分析」（ サイ エン ス社 2002） など を 先に 読む こ と を

お す す め す る 。）

しか し現実の 世界で は 独立な信号源が 非線形な混合を お こ して セン サー に 届く こ と

は 普通の こ と で あ る 。 そ の た め に は 非線形に 拡張した ICAを 行う 必要が あ る 。 ICAの

確 率論的な基 礎付け を 行え ば そ れ は 最尤推定で あ る こ と が 分か る 。 最尤推定に は 信号

源 sの 確 率分布が 必要で あ る が 、 線形の ICAの 場合は 幸運 に も こ の 確 率分布が 問題に

なら ない と い う 性質が あ っ た 。 しか し非線形化した ICAで は こ の 確 率分布の 推定が 結

果に 影 響を す る 。 従っ て 広汎な非線形応用の 世界を 開く た め に は 確 率分布を 問題に し

ない ア ル ゴリ ズム を 開発す る べ き で あ る 。

本論で は 、 ア プ リ オリ に 仮定さ れ た 確 率分布 q(y)の 真の 確 率分布 p(y)か ら の 差の 一

次ま で の 近似を 、 計算量を 増大さ せ る こ と なく 計算に 取り 入れ る 方法を 新た に 導入す

る 。 一 次で あ っ て も 確 率分布関 数形は 無限次元で あ る の で こ れ は 無限個の 効果を 一 度

に 計算す る こ と に なっ て い る 。 た だ し、 復元の 変換 は や は り 線形に 限っ て い る 。 本理

論は も と も と 非線形を 意 図した 物で あ る が 、 本論の 最後に 述べ る よ う に 線形で あ っ て

も い く つ か 難しい 問題が あ っ た た め に ま ず は 線形に つ い て 充分に 理解す る 必要が あ る

た め で あ る 。

ま ず 最初に 、 普通の ICAが ど の よ う な物で あ っ た か 見て みよ う 。 信号源 sを 変換

y = f(x)で 復元した い と す る 。 そ の た め に は 信号源の 確 率分布 qi(si)を つ か っ て 相対エ

ン トロ ピ ー SR を 最小化す る よ う に f を 選べ ば よ い 。 相対エン トロ ピ ー の 定義 は

S =
∫

dny p(y) log p(y) −
∫

dny p(y) log
∏

i

qi(yi) (1)
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で あ る 。 こ こ で y は n次元ベ クトル 、 p′(x)は xの 確 率分布、 p(y)は y の 確 率分布で あ る 。

こ こ で p(y) = det(∂x/∂y)p′(x) を 使っ て 、 S の 第一 項は

=
∫

dny det
∂x

∂y
p′(x) log det

∂x

∂y
p′(x)

=
∫

dny p(y) log det
∂x

∂y
+
∫

dnx p′(x) log p′(x)

(2)

と 変形で き 、 こ の ２ 番目の 項は 関 数 f に 依 存しない の で S を 最小化す る f を 求 め る 際

に は 以 下の S ′ を 最小化す れ ば よ い の で 確 率分布p(x)を 知る 必要は ない 。

S ′ =
∫

dny p(y) log det
∂x

∂y
−
∫

dny p(y) log
∏

i

qi(yi) (3)

上記 の S の 積分の 中に 裸で 現れ る p(y) は tを サン プ ル の イ ン デクスと して p(y) =
∑

t δ(y − yt) と 置き 換 え る こ と が で き る 。

さ ら に f(x)を 線形関 数yi =
∑

j Vijxj の 範囲 に 限る と

S =
∑

t

log det

(

∂x

∂y

)

−
∑

t

∑

i

log qi(yi) (4)

∂S

∂Vij

= −
∑

t

V −1

ij −
∑

t

∑

i

1

qi

∂qi

∂yi

= −V −1

ji +
∫

dny p(y)ϕi(yi)xj (5)

と なっ て 簡 単に 降下方向を 求 め る こ と が で き る 。 こ れ が ICA (independent component

analysis) で あ る 。 こ こ で

ϕi(z) ≡ −
1

qi(z)

dqi(z)

dz
(6)

と した 。

こ こ で 問題は 一 般に は qi の 関 数形が 分か ら ない こ と で あ る 。 実際の 出力の yi方向の

確 率分布

pi(yi) =
∫

dy1 · · ·dyi−1dyi+1 · · ·dyn p(y) (7)

を 使っ て 逐次、 分布 qi を こ れ で 置き 換 え て い け ば 良い 。 しか し線形の 場合は 理論的に

は qi(yi)が そ れ ほ ど 正確 に pi(yi)の 近似に なっ て い なく と も kurtosisの 符号さ え あ っ て

い れ ば 正しく 収束す る と 言わ れ て い る 。 しか し、 そ の 場合は 相対的に 収束が 遅く なる 。

ま た 、 も と の 信号源が 完 全に 独立な信号の 積と して 書か れ て い ない 実世界デー タの 場

合に 対して も う ま く い か なく なる こ と が あ り う る 。
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以 上の log
∏

i pi(yi)を 含 む 第二項の 評価の 問題を 何と か 処理で き ない か 考え て みる 。

こ の pi(yi)を qi(yi)に よ っ て 近似す る こ と に よ っ て 生じ た Ｓ の 誤差は 以 下の 通り で あ る 。

（ 以 下、
∏

i qi(yi) ≡ q(y)と 略す る 。 ま た qi は qi(yi)を pi は pi(yi)を 表す も の と す る 。）

∆S =
∫

dy p(y) log
∏

i

qi(yi) −
∫

dy p(y) log
∏

i

pi(yi)

=
∑

t

{log
∏

i

qi − log
∏

i

pi} (8)

以 下で は こ れ を 評価して 、 一 次の 近似に お い て は p(y)は 積分の 中に 裸で 一 次の 項と し

て しか 現れ ない よ う な形に こ れ を 書き 直す こ と が で き る こ と を しめ す 。 こ れ を 使え ば

p(y)の 連続分布形を 知ら ず に 学習を 行う こ と が で き る 。

関 数f は 学習で 決定さ れ る べ き パ ラ メ ー タを 持つ 。 そ れ を 抽象的に V と 書く 。 明示

的に V の イ ン デックスを 書き は しない が V は 多次元で か ま わ ない 。

∂∆S

∂V
=

∑

t

∑

k

∂

∂yk

{log
∏

i

qi(yi) − log
∏

i

pi(yi)} ×
∂yk

∂V

= −
∫

dy p(y)
∑

k

{

∂

∂yk

∑

i

log
pi

qi

}

×
∂yk

∂V

= −
∫

dy p(y)
∑

i

(

∂

∂yi

pi

qi

)

qi

pi

×
∂yk

∂V

=
∫

dy
∑

i

pi

qi

∂

∂yi

p(y)
qi

pi

∂yi

∂V
(9)

こ れ に 全微分の 項を 加え る 。

=
∫

dy
∑

i

(

pi

qi

− 1

)

∂

∂yi

p(y)
qi

pi

∂yi

∂V
(10)

す で に こ れ は 差 (p(y) − q(y)) の １次で あ る か ら ∂yi 微分の 中の p(y)は q(y)に qi/pi は

1 置き 換 え て も １次の 近似と して は 変わ ら ない 。

∼
∫

dy
∑

i

(

pi

qi

− 1

)

∂

∂yi

q(y)
∂yi

∂V
(11)

こ こ で ま た 全微分を 取り 除く 。

=
∫

dy
∑

i

pi

qi

∂

∂yi

q(y)
∂yi

∂V
(12)

さ て 、 以 下で は f が 線形関 数で あ る 場合を 考え る 。

∂∆S

∂Vij

=
∫

dy
∑

k

pk

qk

∂

∂yk

q(y)(δikxj)
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=
∫

dy
pi

qi

∂

∂yi

q(y)
∑

l

V −1

jl yl

=
∫

dy
pi

qi

q(y)

{

1

qi

∂qi

∂yi

∑

l

V −1

jl yl + V −1

ji

}

=
∫

dy
pi

qi

q(y){−ϕi(yi)
∑

l

V −1

jl yl + V −1

ji } (13)

こ こ で 全て の yi の p(y)に よ る 期 待値は ０で あ る こ と を 仮定した 。 線形の 場合の 良い と

こ ろ は q(y) =
∏

i qi(yi)と 次元ご と に 分離して い る た め に 、 yi 以 外の y の 次元を 全て

積分して しま う こ と が で き る こ と で あ る 。 した が っ て

∂∆S

∂Vij

= −
∫

dyi pi(yi)ϕi(yi)(V
−1

ji yi)＋ V −1

ji (14)

で あ る が 、 こ れ は オン ラ イ ン の 学習の 際に 容易 に 計算す る こ と が で き る 。 こ の 補正項

の 第二項は 普通の 学習則で あ る 式 (5) の 第一 項と キャ ン セル す る 。 こ の よ う に して 、 少

なく と も 一 次の 近似に お い て は 出力の 各次元の 確 率分布pi を 知る こ と なく ICAを 行う

こ と が で き る 。

以 上よ り 学習則は

∆Vij ∝ −
∂(S + ∆S)

∂Vij

=
∫

dyi pi(yi)ϕi(yi)yiV
−1

ji −
∫

dy p(y)ϕi(yi)
∑

l

ylV
−1

jl (15)

で あ る 。

さ て 、 最後に 問題点を 指摘して お く 。 上記 (15)式の よ う に 学習則は 求 ま っ た 。 しか

しこ れ を natural gradient の 考え 方と 組み合わ せ る に は ま だ 研究 が 必要で あ る 。 なぜ な

ら ば 、 (15)式は 恒常的に 無効な方向を 持っ て い る 。 (15)に 右 か ら Vを 掛け て みれ ば 、 行

列の 対角成分が つ ね に ゼロ で あ る 。 こ れ は 次の よ う な事情に よ る も の と 考え ら れ る 。 仮

定した 確 率分布に 依 存せ ず 現下の 確 率分布を 即時に 反映 す る の で あ れ ば 、 た と え ば 確

率分布の 平行移 動、 確 率分布の スケー ル など の 変換 に 対応す る 方向の 相互情報量S は

完 全に フ ラ ットで あ る 。 そ の た め に そ の 方向に は 常に 勾配が ゼロ で あ る 。 勾配が ゼロ

で あ る こ と 自体は 好ま しい こ と で あ る が 、 こ の よ う な平坦方向が あ る 場合は Newton法

を 工夫なしに 利用す る こ と は で き ない 。 ま た natural gradient の 考え 方を 導入す る に し

て も こ の フ ラ ット方向を あ ら か じ め 取り 除い て お か なく て は なら ない 。 た と え ば 上記

(15)式に V T V を 掛け る と い う ナイ ー ブ なnatural gradient の 導入を 行え ば V の 変化分

は フ ラ ット方向の 成分を 持っ て しま う が 、 そ れ は こ の 理論の 本来の 目的に 反す る 。

ま た (15)式の フ ラ ット方向は 単純に スケー ル と も 言え ない よ う で あ る し、 そ の 正体

を つ か みか ね て い る 。

ま た こ れ は 必ず しも 問題と は 言え ない が 、 (15)式の 学習則は 微分さ れ て か ら 近似を

受け て い る の で 必ず 収束す る 保証が ない 。
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